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и) вычислить 
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3 Вычислить длину дуги кривых:
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4 Вычислить площадь фигуры, ограниченной замкнутым контуром, образованным указанными линиями:

а) первой аркой циклоиды 
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5 Найти массу материальной кривой с заданной плотностью:

а) 
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6 Найти массу дуги кривой 
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7 Найти работу, производимую силой 
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 – дуга астроиды 
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д) найти работу 
[image: image76.wmf]A

 переменной силы 
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вдоль эллипса 
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Примеры оформления решения

1 Вычислить интеграл 
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Решение. Подставляя вместо 
[image: image83.wmf]x

 и 
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 их параметрические представления, имеем:
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2 Вычислить интеграл 
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Решение. Подставляя вместо 
[image: image91.wmf]x

 и 
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 их представления в полярных координатах, имеем:
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Тогда получим
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3 Вычислить интеграл 
[image: image95.wmf]ò
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Решение. Имеем:
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Тогда получим:
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4 Вычислить интеграл 
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Решение. Перейдем к параметрическому заданию окружности:
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5 Вычислить интеграл 
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Рисунок 2. 1 – Различные кривые 
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Решение. а) имеем:
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в) используя свойство аддитивности криволинейного интеграла, имеем:
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6 Найти массу материальной дуги линии 
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[image: image132.wmf](

)

y

x

M

;

 пропорциональна абсциссе этой точки

Решение. Выражение для плотности имеет вид 
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7 Вычислить длину дуги линии 
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Решение. Имеем 
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Значит, длина дуги равна
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8 Найти работу, производимую силой 
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Решение. По условию 
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. Тогда  работа равна:
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9 Вычислить площадь, ограниченную эллипсом 
[image: image153.wmf]1
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Решение. Параметрические уравнения эллипса имеют вид
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Отсюда 
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Тогда искомая площадь равна:
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 EMBED Equation.3  [image: image161.wmf]ab
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Тема 4-5 Двойной интеграл

1 Вычислить двойной интеграл по указанному прямоугольнику:

а) 
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2 Расставить пределы интегрирования в  повторном интеграле, к  которому сводится двойной интеграл 
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[image: image167.wmf](
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, непрерывной в указанной области:

а) 
[image: image168.wmf]G

 ограничена линиями 
[image: image169.wmf]2
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[image: image170.wmf]4
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б) 
[image: image171.wmf]G

 определена неравенствами 
[image: image172.wmf]9
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[image: image173.wmf]3
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3 Вычислить интегралы:

а) 
[image: image174.wmf](
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[image: image175.wmf]G
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б) 
[image: image178.wmf](
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[image: image179.wmf]G
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в) 
[image: image183.wmf](

)

òò

+

G

dxdy

y

x

2

2

, 
[image: image184.wmf]G
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[image: image186.wmf]4
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[image: image187.wmf]òò
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[image: image188.wmf]G
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д) 
[image: image192.wmf](

)

òò

+

G

dxdy

xy

y

x

3

2

8

6

, 
[image: image193.wmf]G
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е) 
[image: image196.wmf](
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[image: image197.wmf]G

 ограничена линиями 
[image: image198.wmf]22

1

xy

+=

, 
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[image: image200.wmf]0
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 (первая четверть).

4 Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле, предварительно изобразив на рисунке область интегрирования:

а) 
[image: image201.wmf](
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г) 
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б) 
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д) 
[image: image204.wmf](
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в) 
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е)
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Примеры оформления решения

1 Расставить пределы интегрирования в двойном интеграле, если область 
[image: image207.wmf]G

 (рисунок 2. 2) ограничена линиями 
[image: image208.wmf]2
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, 
[image: image209.wmf]a
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, 
[image: image210.wmf]0
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[image: image211.wmf]0
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.

Решение. Областью интегрирования является криволинейная трапеция, ограниченная сверху параболой 
[image: image212.wmf]2

x

y
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, снизу – осью 
[image: image213.wmf]Ox

, справа – прямой 
[image: image214.wmf]a
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, 
[image: image215.wmf]0
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Если внутренний интеграл взять по 
[image: image216.wmf]y

, то 
[image: image217.wmf]y

 изменяется от 0 до 
[image: image218.wmf]2
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, а 
[image: image219.wmf]x

 изменяется в пределах от 0 до 
[image: image220.wmf]a
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Если внутренний интеграл взять по 
[image: image222.wmf]x

, то 
[image: image223.wmf]x

 изменяется от 0 до 
[image: image224.wmf]xy
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, а 
[image: image225.wmf]y

 изменяется в пределах от 0 до 
[image: image226.wmf]2
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2 Представить двойной интеграл 
[image: image228.wmf](
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в виде повторного интеграла при разных порядках интегрирования по 
[image: image229.wmf]x

 и по 
[image: image230.wmf]y

, если область 
[image: image231.wmf]G

 ограничена линиями 
[image: image232.wmf]x
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[image: image233.wmf]0
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[image: image234.wmf]3
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 (рисунок 2. 3).

Решение. Областью интегрирования является треугольник с вершинами 
[image: image235.wmf](
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Если внутренний интеграл взять по 
[image: image240.wmf]y

, то область 
[image: image241.wmf]G

 рассмотрим как криволинейную трапецию, ограниченную слева прямой 
[image: image242.wmf]0
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x

, справа – прямой 
[image: image243.wmf]1
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x

; снизу – прямой 
[image: image244.wmf]x
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, сверху – прямой 
[image: image245.wmf]3
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. Отсюда 
[image: image246.wmf]01
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, 
[image: image247.wmf]x
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. Поэтому пределы расставятся следующим образом:


[image: image248.wmf](
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Если внутренний интеграл будем брать по 
[image: image249.wmf]x

, то область 
[image: image250.wmf]G

 разбивается прямой 
[image: image251.wmf]2
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y

 на две непересекающиеся области:
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Используя свойство аддитивности интеграла, получим:


[image: image254.wmf](
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[image: image255.wmf](
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3 Вычислить двойной интеграл 
[image: image256.wmf]2
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xydxdy

òò

 по области, ограниченной линиями 
[image: image257.wmf]0
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[image: image258.wmf]3
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, 
[image: image259.wmf]3
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Решение. Область интегрирования 
[image: image260.wmf]G

 состоит из двух непересекающихся областей 
[image: image261.wmf]1

G

 и 
[image: image262.wmf]2

G

 (рисунок 2. 4).

[image: image263.png]



Рисунок 2. 4 – Область интегрирования

 для типового примера 3

Рассмотрим различный порядок интегрирования. Сначала вычислим внешний интеграл по переменной 
[image: image264.wmf]x

. В этом случае исходный интеграл сводится к вычислению двух интегралов по областям


[image: image265.wmf](

)

{

}

3

1

;01,02

Gxyxyx

=££££

, 


[image: image266.wmf](

)

{

}

2

;13,03

Gxyxyx

=££££-

.

Тогда


[image: image267.wmf]ò

ò

ò

ò

òò

-

+

=

x

x

G

ydy

x

dx

ydy

x

dx

ydxdy

x

3

0

2

3

1

2

0

2

1

0

2

3


Изменив порядок интегрирования, получим:
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Тогда 
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4 Вычислить 
[image: image273.wmf](
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[image: image274.wmf]G

 – прямоугольник
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Решение. Относительно переменных 
[image: image276.wmf]x
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[image: image277.wmf]y

 интегралы 
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 EMBED Equation.3  [image: image282.wmf]2
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[image: image283.wmf](
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5 Вычислить 
[image: image285.wmf]22
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[image: image286.wmf]G

 – область, ограниченная параболой 
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[image: image288.wmf]x
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Решение. Найдем точки пересечения параболы и прямой:
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Получаем точки: 
[image: image290.wmf](
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Итак, снизу область 
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ограничена параболой 
[image: image293.wmf]2

2

1

x

y

=

, сверху – прямой 
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Отсюда получаем:
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Тема 6,8 Замена переменных в двойном интеграле, приложения двойных интегралов
1 Вычислить 
[image: image303.wmf](
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, где 
[image: image304.wmf]G

 – область, ограниченная линией  
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3 Вычислить 
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4 Вычислить 
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5 Вычислить 
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6 Найти площадь области 
[image: image326.wmf]G

, ограниченной линиями
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7 Найти массу пластинки 
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8 Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
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9 Найти площадь фигуры, ограниченной линиями
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10 Вычислить площадь области, ограниченной кривой 
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11 Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями:
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12 Найти массу плоской пластинки 
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 с плотностью 
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13 Найти статические моменты относительно осей координат, центр тяжести и моменты инерции однородной пластинки, ограниченной линиями:

а) 
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Примеры оформления решения

1 Вычислить интеграл 
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Решение. Область 
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 представляет собой криволинейную трапецию, ограниченную графиками функций 
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 (рисунок 2. 5, а).

Рассмотрим непрерывно дифференцируемое при 
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Образом области 
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 является квадрат (рисунок 2. 5, б)
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Данное отображение является взаимно однозначным и
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	Рисунок 2. 5 – Области 
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 (б) для типового примера 1


Найдем якобиан отображения:
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Тогда 
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2 Вычислить интеграл 
[image: image410.wmf]òò

+

G

y

x

dxdy

e

2

2

, где 


[image: image411.wmf](

)

{

}

22

;1,0,0

Gxyxyxy

=+£³£

.

Решение. Область 
[image: image412.wmf]G

 представляет собой часть круга радиуса 1, расположенного в первой четверти (рисунок 2. 6, а) Преобразуем двойной интеграл к полярным координатам. При этом область 
[image: image413.wmf]G

 преобразуется в прямоугольник (рисунок 2. 6, б):
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Рисунок 2. 6 – Области 
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(б) для типового примера 2
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3 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
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Решение. Найдем координаты точек пересечения данных линий. Для этого решим систему:
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Итак, имеем две точки пересечения 
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Тогда площадь равна:
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4 Вычислить 
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 ограничена окружностью 
[image: image435.wmf]ax

y

x

2

2

2

=

+

.

Решение. Преобразуем уравнение окружности:
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Область 
[image: image438.wmf]G

 представляет собой окружность с центром в точке 
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 (рисунок 2. 7).

Переходя к полярным координатам 
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получаем уравнение окружности:
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Отсюда 
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Рисунок 2. 7 – Область 
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 для типового примера 5
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 EMBED Equation.3  [image: image454.wmf]=
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5 Найти площадь части конуса 
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Решение. Из уравнения конуса имеем
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Проекцией поверхности на плоскость 
[image: image460.wmf]Oxy

 является круг, ограниченный окружностью 
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 (рисунок 2. 8).

Площадь поверхности равна:
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	Рисунок 2. 8 – Рисунок для типового примера 6
	Рисунок 2. 9 – Рисунок для типового примера 7


6 Найти объем тела, ограниченного поверхностями


[image: image470.wmf]2

x

y

=

, 
[image: image471.wmf]4

=

+

+

z

y

x

, 
[image: image472.wmf]1

=

y

, 
[image: image473.wmf]0

=

z

.

Решение. Данное тело представляет собой вертикальный цилиндр, который сверху ограничен частью плоскости 
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, снизу – частью плоскости, заключенной между параболой 
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 и прямой 
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 (рисунок 2. 9). 

Объем равен:
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7 Найти массу кругового кольца, если в каждой его точке поверхностная плотность обратно пропорциональна квадрату расстояния ее до центра кольца.

Решение. Обозначим радиусы окружностей, ограничивающих кольцо, через 
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Масса кольца равна
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8 Найти массу пластинки 
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, заданной неравенствами
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если поверхностная плотность 
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Решение. Переходим к обобщенным полярным координатам 
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Якобиан отображения равен 
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9 Найти центр масс равнобедренного прямоугольного треугольника, если в каждой его точке поверхностная плотность пропорциональна расстоянию ее до гипотенузы. Найти момент инерции данного треугольника относительно его гипотенузы.

Решение. Пусть в прямоугольном равнобедренном треугольнике 
[image: image511.wmf]ABC

 гипотенуза 
[image: image512.wmf]AB

 (рисунок 2. 10). 
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Рисунок 2. 10 – Рисунок для типового примера 10

Тогда относительно системы координат 
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 плотность имеет вид 
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Находим статические моменты:
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Координаты центра тяжести:
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Момент инерции относительно гипотенузы 
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 представляет собой 
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Тема 7 Формула Грина
1 Проверить, зависят ли следующие криволинейные интегралы от пути интегрирования:

а) 
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2 Применив формулу Грина, вычислить криволинейные интегралы:
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 – треугольник с вершинами 
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3 Вычислить криволинейный интеграл, предварительно определив функцию 
[image: image553.wmf](
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, соответствующим полным дифференциалом которой является подынтегральное выражение:
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Примеры оформления решения

1 Вычислить интеграл 
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Решение. Вычислим интеграл с помощью формулы Грина. 

Имеем 
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2 Вычислить интеграл 
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Решение. Здесь 
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3 Вычислить площадь, ограниченную астроидой 


[image: image570.wmf]t

a

x

3

cos

=

, 
[image: image571.wmf]t

a

y

3

sin

=

, 
[image: image572.wmf]p

2

0

£

£

t


Решение. Находим площадь:
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4 Вычислить криволинейный интеграл 
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предварительно определив функцию 
[image: image580.wmf](
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, соответствующим полным дифференциалом которой является подынтегральное выражение.

Решение. Функции 
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непрерывны вместе со своими частными производными в любой односвязной области, содержащей точки 
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С другой стороны
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Из первого равенства, считая 
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 постоянным, находим
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Находим частную производную по переменной 
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Сравнивая полученное выражение с имеющимся для 
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Отсюда 
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Тогда данный интеграл равен
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Тема 9-10 Тройной интеграл 
1 Вычислить следующие тройные интегралы по указанным пространственным областям:
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2 Найти объем тела, ограниченного поверхностями 
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4 Найти массу шара 
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6 Вычислить объем тела 
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7 Найти объем тела 
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8 Найти объем тела 
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9 Найти массу однородного тела 
[image: image703.wmf]Q

, ограниченного поверхностями 
[image: image704.wmf]16

2

2

2

=

+

+

z

y

x

, 
[image: image705.wmf]z

z

y

x

8

2

2

2

=

+

+


10 Вычислить массу тела 
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Примеры оформления решения
1 Вычислить 
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Решение. Область интегрирования – прямоугольный параллелепипед. Поэтому:
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2 Вычислить интеграл 
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 проектируется на плоскость 
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3 Вычислить интеграл 
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Решение. Вычислим данный интеграл, переходя к цилиндрическим координатам. Область 
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 проектируется в круг 
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Имеем:
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4 Вычислить интеграл 
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Решение. Вычислим данный интеграл, переходя к сферическим координатам. Из вида области 
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5 Вычислить 
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 – эллипсоид (рисунок 2. 14) 
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Решение. Переходя к обобщенным сферическим координатам, получим уравнение эллипсоида 
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6 Найти объем тела, ограниченного поверхностями 
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Решение. Тело 
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Для вычисления интеграла перейдем к цилиндрическим координатам. Так как 
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Тогда объем тела равен


[image: image785.wmf]=

=

=

òòò

òòò

*

Q

Q

dz

drd

r

dxdydz

V

j



[image: image786.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

=

=

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

2

0

2

2

0

2

0

2

2

2

0

2

2

2

0

2

0

2

2

2

2

dr

r

r

d

dr

rz

d

rdz

dr

d

r

r

p

p

p

j

j

j



[image: image787.wmf](

)

=

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

ò

ò

ò

ò

p

p

p

j

j

j

2

0

2

0

2

0

4

2

2

0

3

2

0

2

4

8

2

2

d

d

r

r

dr

r

r

d



[image: image788.wmf]p

j

j

p

p

4

2

2

2

0

2

0

=

=

=

ò

d

.

7 Найти массу шара 
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Решение. По условию 
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Вычислим тройной интеграл. Уравнение сферической поверхности приведем к каноническому виду 
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Имеем сферу с центром в точке 
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Тогда  масса равна 
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Тема 11-13 Поверхностные интегралы 

1 Вычислить поверхностные интегралы 1-го рода по поверхностям:
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;

в) 
[image: image812.wmf]22
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, где 
[image: image813.wmf]W

 – боковая поверхность конуса 
[image: image814.wmf]222
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[image: image815.wmf](
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;

г) 
[image: image816.wmf](
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, где 
[image: image817.wmf]W

 – часть цилиндрической поверхности 
[image: image818.wmf]2

4
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, отсеченной плоскостями 
[image: image819.wmf]0

z
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, 
[image: image820.wmf]1

z
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;

д) 
[image: image821.wmf](
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, где 
[image: image822.wmf]W

 – поверхность 
[image: image823.wmf]22
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, отсеченная плоскостью 
[image: image824.wmf]0
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;

е) 
[image: image825.wmf](
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, где 
[image: image826.wmf]W

 – часть поверхности 
[image: image827.wmf]22

zxy
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, отсеченная плоскостью 
[image: image828.wmf]1

z
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;

ж) 
[image: image829.wmf](
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, где 
[image: image830.wmf]W

 – часть сферы 
[image: image831.wmf]22
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.

2 Найти площадь поверхности сферы 
[image: image832.wmf]222
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, заключенной внутри цилиндра 
[image: image833.wmf]22
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.

3 Вычислить площадь части поверхности цилиндра 
[image: image834.wmf]22
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, вырезанную из него сферой 
[image: image835.wmf]222

4

xyz
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.

4 Вычислить площадь части конуса 
[image: image836.wmf]22

zxy
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, заключенной внутри цилиндра 
[image: image837.wmf]22
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.

5 Вычислить поверхностные интегралы 2-го рода по поверхностям:

а) 
[image: image838.wmf](
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yzdxdy
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, 
[image: image839.wmf]W

 – верхняя часть плоскости 
[image: image840.wmf]6326

xyz

++=

, расположенная в первом октанте;

б) 
[image: image841.wmf]zdxdy
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, где 
[image: image842.wmf]W

 – внешняя сторона эллипсоида 
[image: image843.wmf]22

2

1

49

xz

y

++=

;

в) 
[image: image844.wmf](
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, где 
[image: image845.wmf]W

 – внешняя сторона поверхности 
[image: image846.wmf]22
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, отсеченной плоскостями 
[image: image847.wmf]0
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, 
[image: image848.wmf]3
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;

г) 
[image: image849.wmf]2
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, где 
[image: image850.wmf]W

 – часть поверхности 
[image: image851.wmf]22
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, отсекаемая плоскостью 
[image: image852.wmf]1
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 (нормаль внешняя),

д) 
[image: image853.wmf](
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, где 
[image: image854.wmf]W

 – часть конуса 
[image: image855.wmf]222
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, 
[image: image856.wmf]0
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, отсекаемая плоскостью 
[image: image857.wmf]1
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;

е) 
[image: image858.wmf]xdydzzdxdy
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, где 
[image: image859.wmf]W

 – внешняя сторона боковой поверхности цилиндра 
[image: image860.wmf]2
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, ограниченной плоскостями 
[image: image861.wmf]0
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 и 
[image: image862.wmf]2
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ж) 
[image: image863.wmf]222
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, где 
[image: image864.wmf]W

 – внешняя сторона полной поверхности конуса 
[image: image865.wmf]222
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[image: image866.wmf]01
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и) 
[image: image867.wmf](
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, где 
[image: image868.wmf]W

 – внутренняя сторона части поверхности 
[image: image869.wmf]2
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, отсеченной плоскостями 
[image: image870.wmf]4
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, 
[image: image871.wmf]0
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, 
[image: image872.wmf]3
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к) 
[image: image873.wmf]333
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, где 
[image: image874.wmf]W

 – внешняя сторона на поверхности пирамиды, образованной плоскостями 
[image: image875.wmf]1
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[image: image876.wmf]0
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[image: image877.wmf]0
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л) 
[image: image879.wmf](
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, где 
[image: image880.wmf]W

 – внешняя сторона части параболоида 
[image: image881.wmf]22
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, отсеченной плоскостью 
[image: image882.wmf]2
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 и расположенной над плоскостью 
[image: image883.wmf]Oxy

;

м) 
[image: image884.wmf]xdydzydxdzzdxdy
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, где 
[image: image885.wmf]W

 – внешняя сторона цилиндра 
[image: image886.wmf]22
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 с основаниями 
[image: image887.wmf]0
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 и 
[image: image888.wmf]zH

=

.

Примеры оформления решения

1 Вычислить 
[image: image889.wmf](
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, где поверхность 
[image: image890.wmf]W

 – верхняя половина сферы 
[image: image891.wmf]2222

xyza

++=


Решение. Параметрические уравнения верхней полусферы имеют вид


[image: image892.wmf]sincos
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где 
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[image: image896.wmf]02
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Частные производные по переменным 
[image: image897.emf]q
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[image: image898.emf]j
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Вычислим 
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2 Вычислить интеграл 
[image: image914.wmf](
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Решение. Данная поверхность 
[image: image916.emf]W
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 представляет собой часть плоскости 
[image: image917.emf]43240
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, расположенную в первом октанте (рисунок 2. 15). Запишем уравнение плоскости в виде 
[image: image918.wmf]3
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Рисунок 2. 15 – Поверхность интегрирования 

к типовому примеру 2
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3 Вычислить площадь поверхности 
[image: image928.wmf]W

, заданной уравнением 
[image: image929.wmf]22
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 и расположенной между плоскостями 
[image: image930.wmf]0
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[image: image931.wmf]1
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.

Решение. По условию 
[image: image932.wmf]22
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где 
[image: image936.wmf]G

 – проекция 
[image: image937.wmf]W

 на плоскость 
[image: image938.wmf]Oxy

.

Для вычисления интеграла перейдем к полярным координатам 
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Так как область 
[image: image941.wmf]G
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Отсюда имеем 
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 EMBED Equation.3  [image: image948.wmf](
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4 Вычислить 
[image: image949.wmf]22
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, где 
[image: image950.wmf]W

 – часть конической поверхности 
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, заключенная между плоскостями 
[image: image952.wmf]0
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Решение. Поверхность 
[image: image954.wmf]W

 задана неявно уравнением 
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. Проекция 
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 на плоскость 
[image: image957.wmf]0

z

=

 представляет собой круг 
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Так как 
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Получим
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5 Вычислить 
[image: image968.wmf]22
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, где 
[image: image969.wmf]W

 – внешняя сторона поверхности 
[image: image970.wmf]22
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, отсекаемая плоскостью 
[image: image971.wmf]2
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Решение. Поверхность 
[image: image972.wmf]W

 представляет собой параболоид, заданный явно уравнением 
[image: image973.wmf]22
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Линия пересечения параболоида с плоскостью 
[image: image976.wmf]2
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Тогда получим
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Для вычисления интеграла перейдем к полярным координатам: 
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якобиан отображения равен 
[image: image989.wmf]Jr
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